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TEORIA DE GALOIS

Hoja 4. El Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.

Recuerda que una extensién E/K es Galois si es normal, finita y separable. Dado f € K|[z], escribimos
E = K(f) para denotar al cuerpo de descomposion de f sobre K; en tal caso diremos que el grupo de Galois
de f sobre K es Gal(E/K) y lo denotaremos por G(f).

1. Sea E un cuerpo y F' C E su subcuerpo primo. Demuestra que todo automorfismo de E fija a F', en
particular, AutF = Gal(E/F).

2. Calcula los siguientes grupos de Galois.
a) Prueba que AutQ = {Id} y AutR = Gal(R/Q) = {Id}.

b) Definimos o: C — C como o(a + bi) = a — bi. Prueba que Gal(C/R) = {1,0}.
Sugerencia: para el primer apartado, observa que si 0 < x € R entonces © = y* y entonces para todo
f € AutR se tiene que x < y implica que f(x) < f(y); después usa que entre dos nimeros reales siempre
hay un racional.

3. Sea I = Fyn, con p primo y n > 1, y sea ¢ € AutE el automorfismo de Frobenius de E. Prueba que
E/F, es una extensién Galois y que Gal(E/F,) = (¢). En particular, el grupo de Galois de la extensién
E/F, tiene orden n.

4. Demuestra que la extensién F3(t)/F3(t3) no es Galois y que, en cambio, la extensiéon C(t)/C(t3) es de
Galois. Calcula el grupo de Galois de ambas extensiones.

5. Sea f(z) = (z* — 2)(2% — 3) € Q[z].
a) Calcula E = Q(f) y prueba que L = Q(v/3) C E.
b) Calcula el grado de E/Qy E/L.
c¢) Calcula Gal(FE/Q) y Gal(E/L). ;Qué relacién existe entre estos grupos?

6. Sea ' = Q(&) donde ¢ = e, Muestra que E es una extension de Galois de Q. Encuentra todos los
subcuerpos intermedios de la extensién E/Q, los subgrupos de Gal(E/Q) que les corresponden y determina
qué subcuerpos intermedios se corresponden con extensiones normales de Q.

7. Sea £ una raiz 11-ésima primitiva de la unidad en C.
a) Construye la menor subextensién normal E de Q que contiene a §.

b) Demuestra que el grupo de Galois de E/Q es ciclico. Encuentra un generador y expresa todos los
automorfismos de Gal(E/Q) en funcién de este generador.

c) (Cuéntas subextensiones propias tiene Q(§)/Q? ;Qué grados tienen?

d) Decide cusles de los siguientes cuerpos son subextensiones de E/Q: Q(v/11), Q(v/—11), Q(3), Q(~+/5).
Sugerencia: Para las de grado dos, calcula un generador del cuerpo fijo correspondiente y a continuacion
encuentra su polinomio minimo.



8. Sea E//K una extensién Galois con G = Gal(E/K) un grupo ciclico de orden n. Demuestra que:
a) Para cada divisor d de n existe exactamente un cuerpo intermedio L con |E : L| = d.
b) Si L; y Ly son dos cuerpos intermedios, entonces Ly C Ly si, y solo si, |E : Li| divide a |E : La].
c) Si la extensién E/K es sélo normal, jsiguen valiendo los apartados anteriores?
9. Sea E el cuerpo de descomposicién de f(x) = 2P — 2 sobre Q, donde p es un primo.
a) Demuestra que F = Q(«,§) donde &» =1, £ # 1y of = 2.
b) Demuestra que |E : Q| = p(p — 1).

d
d) Si p =5, encuentra los subcuerpos de F fijados por los subgrupos de Gal(E/Q).

c) Sea H = {( i 0 > |deF),ce Fp} < GL(2,p). Prueba que Gal(E/Q) = H.

10. Sea f(z) = 22 — 3 € Q[z]. Considera el cuerpo de descomposicién E de f sobre Q.
a) Calcula |E : Q.
b) Prueba que L = Q(i) C E y, por tanto, E es el cuerpo de descomposicién de f sobre L.
c) Calcula [E : L] y concluye que f es irreducible sobre L.
d) Decide de manera razonada la clase de isomorfia de Gal(E/L).
e) Calcula todas las subextensiones de E//L grado 3 sobre L.
f) Calcula todas las subextensiones de E/L de grado 4 sobre L.

11. Sea f(z) = 2* — 322 + 4 € Q[z]. Calcula el grupo de Galois de f sobre Q y los cuerpos fijos por sus
subgrupos.

12. Sea p(x) = 2* — 222 +2 € Q[z] y E = Q(f).
a) Calcula el grado de E/Q.
b) Describe el grupo de Galois de la extensién E/Q y determina su clase de isomorfia.
c) Encuentra todas las subextensiones de E/Q grado 4 sobre Q.
13. Sea f = (22 — p)(2® — ¢q) € Q[z] donde p # ¢ son primos. Determina la clase de isomorfia de Gal(f).

14. Sea E//K una extensién de Galois con Gal(E/K) = Cy x Co. Supongamos que la caracteristica de K no
es 2. Demuestra que existen a,b € E tales que £ = K(a,b) con a?,b? € K. ;Qué sucede si la caracteristica
de K es 2 y suponemos cierta la conclusién?

15. Sea f un polinomio irreducible sobre Q@ con el grupo de Galois abeliano y w una raiz de f en C.
Demuestra que el grado de f es primo si, y solo si, no hay extensiones intermedias entre Q y Q(u).

16. Sea E/K una extension de Galois, sea F'/K una subextension y sea a € F'. Demuestra que F' = K(a)
si, y solo si, los elementos de Gal(E/K) que fijan a son exactamente Gal(E/F). Utilizando este resultado
demuestra que:

a) Q(V5,V5) = Q(V5 + v5);
b) El cuerpo de descomposicién de 28 — 323 + 2 es Q(/2 + 2v/-3).



